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まず弾塑性モデルについて述べる．弾塑性論について包括的には(Hill, 1950; Prager, 
1959; Lubliner, 1990, Jirasek and Bazant, 2002)によってまとめられ，数学的なアプローチ




時の Bauschinger 効果(八高，長谷川, 1984)を表現することができない．そこで降伏曲面
の中心を移動させることで Bauschinger 効果を表現する移動硬化モデルが提案されてき
た．簡易的な線形移動硬化則(Prager, 1949)を始めとし非線形モデル(Armstrong and 
Frederick, 1966)へと発展した．また多面モデル(Iwan, 1967; Mroz, 1967)，二面モデル(Krieg, 
1975; Dafalias and Popov, 1975)，非線形移動硬化モデル(Ohno and Wang, 1993)や分割背応
力モデル(Chaboche, 1986)などが挙げられる． 
 一方，材料損傷を表現するモデルについて述べる．最も簡易的なものは S-N線図を弾





在に至っても産業界では広く使用されており，その実用性について研究(Mediratta, et al., 
1986; 嶋田, 1987; Susmel, 2009; Ricotta, 2015)されている．また Coffin-Manson 則に基づく






られている(Feng, et al., 1992;．Biel and Golaski, 1988; Sun, 1991)．これにより応力三軸度
の大きさによって破断に至るまでの相当塑性ひずみの値が大きく変化することも実験










して定義する線形破壊力学が土台となっている(Tada, 1973; Sih, 1973, Sneddon, 1969, 
Kobayashi, 1965, Rice, 1972)．き裂先端が小規模降伏とみなせる場合は線形破壊力学とし
て扱えるものと近似しても差し支えなく、高サイクル疲労き裂進展のき裂進展速度を
Paris 則(Paris, 1963)で定義すれば高サイクル疲労き裂進展のシミュレーションが可能と
なる．この手法により 2次元および 3 次元のき裂進展シミュレーションが実施され実験
結果と良く一致している成果がある(Kikuchi, et al., 2011; Jurenka and Spaniel, 2013; 
Nguyen, et al., 2014)． 
その後，材料を非線形弾性体へと拡張した非線形破壊力学に発展し J 積分は非線形弾
性体および除荷を伴わない弾塑性体に対する破壊力学パラメータとして用いられてき
た(Rice, 1968)．また実験的に J 積分値を簡便に算出する研究も行われ J 積分による破壊
評価はその実用性も高められてきた(Rice, et al., 1973; Merkle and Corten, 1974)．さらに
Hutchinson，Rice，Rosengren は非線形弾性体を含んだき裂先端の応力場，変位場の特異
性が J積分値によって一義的に表現できることを平面ひずみ条件下のもと解析的に示し
た．この応力場，変位場のことを HRR場(Hutchinson, 1968; Rice and Rosengren, 1968)と
呼ぶ．すなわち J 積分によるき裂進展評価にはき裂先端に HRR 場が存在していなけれ
ばならず，これと異なった応力場，変位場がき裂先端に現われる時には J積分は破壊靱





負荷形式，試験片の板厚などが大きな因子として挙げられる(Sorem, et al., 1991; O’Dowd 




























定され(Goods and Brown, 1979; Needleman and Tvergaard, 1984)，これは数理モデルとして




Gurson モデルを用いた Local Approach が提案された(Beremin, 1983; Murdy, 1987)．この
手法により拘束効果問題として負荷形式の違い(Xia, et al., 1995; Ma FS, 1995)や初期き
裂長さの違い(Betegon, et al., 1997)について解析されクラッド材の破壊解析(Sun, 1996)
も行われている．この結果，拘束条件に対する破壊靱性値の変化が定性的に表現できて



















Neto, et al., 1998)．彼らの研究では繰り返し負荷の影響が重要なケースでの損傷予測に






ず簡易的なものでありその妥当性には限界があることが指摘された(Lin, et al., 2005)．ま
ずは損傷によって巨視的な剛性低下が引き起こされるとして弾性係数の変化によって
も損傷状態がモデル化できるとした(Lemaitre and Chaboche, 1978; Lemaitre, 1992)．ここ




さらに連続体損傷力学は異方損傷状態への拡張(Kachanov, 1974; Kachanov, 1986; 
Davison and Stevens, 1973; Krajcinovic, 1983; Murakami and Ohno 1981; Murakami 1988)が
試みられ，これによりコンクリート材といった特に損傷の異方性が強く表れる材料への
応用も可能となった(Ju, 1989; Lubarda, et al., 1994; Murakami and Kamiya, 1997)．同時に
損傷発展という不可逆過程に対して Clausius-Duhem の不等式を用いた熱力学的アプロ
ーチが試みられエネルギ散逸の視点から損傷発展則が系統的に定式化された(Perzyna, 





合硬化則への発展し Bauschinger 効果も表現可能なモデルとなった (Lemaitre, 1992; 
Lemaitre and Desmorat, 2005)．また粘塑性体への構成則(Lemaitre and Chaboche, 1990)やき
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き裂解析が Hayhurst らによってはじめて提案された(Hayhurst, et al., 1975)．この時に連
続体損傷力学による損傷モデルが広範囲の破壊問題に対する系統的な解析法として優
れた可能性を持ち，以後数多くの破壊問題の解析に適用された．例として圧力容器 T
ジョイント溶接部の弾塑性破壊(Jubran and Cofer 1991)，地震によるコンクリートダムの
損傷(Ghrib and Tinawi, 1995)，円周切欠き円筒の破損起点の予測(Dufailly and Lemaitre, 
1995)，高温高圧配管溶接部の損傷解析(Hayhurst, 2001)また塑性加工問題への応用とし








































剛性は Consistent 接線剛性と呼ばれている．この Consistent 接線剛性に加えて応力積分
経路を前の時間ステップの釣合い状態からの総和として正しく経路とすることで
Newton-Raphson法特有の2次収束が得られることが知られている(Simo and Taylor, 1985)．




るために Line-Searchesの手続きを組み込む方法も提案された(Dutko, et al., 1993)．また
ひずみ増分をいくつかのサブステップに分割して積分を行うサブステップ法(Huerta, et 
al., 1999)が提案されたが Newton-Raphson 法の収束が十分得られるように各ひずみ増分
を小さく設定しなければならない課題がある．また弾塑性問題に対する積分法について
弾塑性構成則の初期値問題における全ひずみ速度の加算分解を利用して計算するアル
ゴリズムが導出された(Simo and Hughes, 1987; Chorin, et al., 1978)．また後退 Euler 差分
以外の離散化として，台形則や中点則を採用する事で導出したもの(Oritz and Popov, 




て釣り合い方程式に対する Newton-Raphson 法の 2 次収束性が得られないという欠点を
有する．また弾塑性モデルのポテンシャルと凸解析の考え方を適用し数理計画法に基づ
くアルゴリズムも提案されたが(Maier, 1970; Martin, et al., 1987; Feijoo and Zouain, 1988; 
Zouain, et al., 1988,;Caddemi and Martin, 1991; Reddy and Martin, 1991)，後退形 Euler 法と

























































































第 2 章 数値解析の原理 
2.1 有限要素法 
本研究では空間の離散化に有限要素法(鷲津，他，1981; 鷲津，他，1983)を用いた．
構造体における力学的な釣り合い方程式は Cauchy 応力 σ と体積力 FBを用いて式(2.1.1)
で示される． 
0 BFσdiv          (2.1.1) 
この釣り合い方程式に重み関数 θ を掛け領域全体 V で積分すると式(2.1.2)が得られる． 










σ B・・:                                 (2.1.3) 
これを Me個の要素の和で離散化すると次式を得る．すなわち図 2.1.1，図 2.1.2 のよう
に連続体の領域を有限個の要素で近似的に表現して離散化している． 







































σ B・・:                (2.1.4) 
 
         





































                                                     (2.1.5)                                              
形状関数[N]の節点 α に関する成分[Nα]および節点変位ベクトルの節点 α に関する成分





































































































































































































































































































   (2.1.10) 






理論の導入を行う．以下，有限変形理論(Crisfield, 1991; Kleiber, 1991; 久田，1992) につ
いて説明する． 




 t,Xφx                         (2.2.1) 
 
        












t = 0 t = t 
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けるx=φ (X, t)，x+Δx=φ (X+ΔX, t)の位置へ移動する．このとき現在配置Vtにおける位置
の差Δx は，運動φ (X+ΔX, t)のテイラー展開によって， 
   





















































































,,        (2.2.6) 
となる．速度ベクトルvを導入すると式(2.2.6)は， 




























































































































                         (2.2.15) 
ただし，R,U,Vは変形勾配Fを極分解した時の直行テンソル，右ストレッチ，左ストレ
ッチを示す．そして，現在配置Vt を基準とした相対的な運動・変形を考える．それに
はVtを基準配置としてx=X とおけばよい．するとF=R=U=V=I よりdとwはそれぞれ 
 








   ttt V tV tV t VddSdV uδ・Fuδtδεσ B・:








   ttt V tBV tV t dVFdSdV vδvδt・dδσ ・:










                                                    (2.2.19) 
と変わる．したがって，外部仮想仕事，すなわち式(2.2.17)の第二項・第三項が次のよ
うに表される． 
   ttt VVV tV tt dVdSdVdS 000 uδFuδtuδFuδt B0B ・・・・






























     tVVV dVdSdV 0000 00 :det uδFuδtδεσF B・・
                      (2.2.23) 
この仮想仕事式は，基準配置V0の単位体積当たりの内部仮想仕事が内積(det F)σ : δεによ
って与えられることを示している．すなわち(det F)σとεは基準配置V0を参照する仕事に
関して互いに共役である．この応力テンソルJσ のことを 


















































                           (2.2.25) 
またδu に対する変分δF は，次式のように与えられる． 

































































  0det dSdS
T
t 0t nFFn






































































































  TQσwwσσQw'σ'σ'w''σ                                      (2.2.42) 
 












           tttt VV tVV dVdSdVTdV uδFuδtuδauρδ Bt :：：・





     


























































dVNNρM βααβ                               (2.2.47) 
内力ベクトル     
tV
dVNI αα σ・                              (2.2.48) 
外力ベクトル       tt VV dSNdSNF Bαtαα Ft




   














































































   


































































































































 回転による応力の変化は式  (2.2.43)で示したように次のようになる．  
     










































1                             (2.2.54) 
ここで[σ]は応力テンソルの3×3行列表現である．このことから{dI2}は次のようになる． 







22                                      (2.2.55) 
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       
     
   
   
   















































































































































































































































































                                         (2.2.57) 
変位が小さい場合は[F]の逆行列は次のように近似できる． 
































   

















































































































                                                (2.2.63) 
 
このことから{dI4}は次のようになる． 
   
































































































































































































































                  (2.3.8) 
これらの式を式(2.3.7)に代入すれば次の式が得られる． 

































                          
(2.3.9) 





























 図 2.4.1 に階層型領域分割法を一般の構造問題に適応した際のモデル分割概念図を示
す．階層型領域分割法は，全体モデルを 2 段階に領域分割する方法である． 
1 段階目の分割は解析対象のモデル(Solid Model)を Part と呼ばれる単位に分割する．さ
らに 2 段階目として，各 Part を Subdomain と呼ばれる単位に分割し，各 Part が行う FEM
解析のためのメモリ使用量を節約する．一般には，Part の 1 つが全体の管理を行う． 
 次に重みつき残差法を用いた反復型の領域分割法の定式化について述べる．今，図
2.4.2 に示すような変位境界条件と表面力が与えられている弾性問題を考える．図 2.4.2
において，領域 Q には体積力 FBが，境界 Γu上に変位境界条件 iu が境界 Γ上には表面力
it が与えられているものとする．ただし，全境界 Γは次式で与えられる． 
tu ΓΓΓ                                                           (2.4.1) 









































                                             (2.4.2) 




える必要がある．なお，上付き添え字 k はその値が部分領域 k で定義されていることを
示すものとする． 






































































































































































































































































             








                





散の 2 つの方法が考えられる．以下に各場合の特徴を述べる． 
 動的負荷分散とは，解析前には割り当てを決めず，解析状況により割り当てを最適に
コントロールする方法である．不均等な領域分割問題に対し，1 領域 1 プロセッサの割
り当てでは良好な負荷分散が得られないのは明らかであり，複数領域の組み合わせによ




































Fig. 2.4.3 Dynamic load balancing 
 

















































うなサイクルにおいて，応力変化部分( σ- σ* )によってなされた正味仕事は負とならない
こととより， 塑性ひずみをεp としたとき， 以下の式が成立する． 
  σ εσσ 0:
* pd                                                    (2.5.2) 
ここで，σ* は降伏条件を破らない任意の応力状態φ(σ*, ξ)≦0である．式 (2.5.2)がいか
なる応力経路についても成り立つためには 
 














































































φ                                                    (2.5.6) 
ただし σ:Id
~









p                                                       (2.5.7) 
この式は，ロイスが提案した”塑性ひずみ増分の方向は偏差応力の方向に一致する”とし
たひずみ増分理論と呼ばれるものと一致する．ミーゼスの降伏関数が偏差応力の第二不













  peqppp εqdddw  εσIεσ d ::
~
:                                       (2.5.9) 
ひずみ増分理論の式(2.5.7)より， 





















eq ddεd εε :
3
2











































































                                       (2.5.16) 
という条件が得られる．ここで構成則とひずみ増分理論を代入すると 



























































































































































































   tf
dt















                                                       (2.5.22) 
となる．これを式変形すると 






















































































                                             (2.5.27) 
 
          Fig. 2.5.1 Radial-Return in explicit integration 
Yield surface at step n+1
Yield surface at step n
Stress at step n
Elastic predictor at step n+1 














   tf
dt


















                                        (2.5.29) 
これを式変形すると 

































































































































































d                                          (2.5.35) 
となる．今，求めたいものは塑性乗数Δγと応力σn+1と相当塑性ひずみ p neq 1ε である．まず
応力の静水圧成分を求めるために式(2.5.35)のtrを取ると 




























d                                 (2.5.36) 
となるが右辺第2項はの括弧の中身は偏差成分であるためゼロになり 


































eqn qΔεGq  31                                                  (2.5.39) 
となる．また相当応力は降伏応力と等しいためqn+1をσyと置き換えると 
  0 trypeqpeqy qε3GΔΔεσ                                            (2.5.40) 
を得る．このモデルの場合は塑性乗数と相当塑性ひずみ増分は等しくなるため上式を 
    0 tryy qγ3GΔΔγσΔγf                                       (2.5.41) 
と書くことができる．これは塑性乗数のみを未知変数とする非線形方程式である．この方
程式をNewton法などによって解くことで相当塑性ひずみ増分が求まり，式(2.5.38)から偏差
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                                  (2.5.49) 



















ため静的な問題を解く商用 FEMソフトウェア（Marc, ABAQUS, ADVENTURECluster, etc）
のほとんどでは陰解法が用いられている． 
 
















応力積分 接線剛性 残差力収束性 解析式の導出
陽解法 陽的代入計算 無限小増分を仮定 悪い 容易




(a)Tensile plane model with hole         (b) Iteration to satisfy equilibrium equation 
















 応力が上昇（負荷)  ⇒ 弾塑性の剛性 






















    (a) Elastic condition                (b)Elasto-plastic condition 

















10 mm×20 mm×100 mm の片持ち梁の一端を完全拘束し他端を z 方向に 10 mm 強制変位
で曲げた．ヤング率は 200GPa, ポアソン比は 0.3，初期降伏応力は 100MPa，弾塑性モ
デルは等方硬化で加工硬化係数を 2000MPaの一定値とした．この問題を変位増分 0.2mm
の合計 50 ステップを掛けて解いた．図 2.5.5は 10 mm 曲げた時の降伏域の分布(赤)を示
すもので弾塑性域が広く分布している様子が分かる．図 2.5.6 は各ステップにおいて残
差力を収束させるまでの剛性方程式求解回数を示す．また図 2.5.7 はその連立方程式を














    




Fig. 2.5.5 distribution of yield condition 
( red reason is elasto-plastic zone, blue zone is elastic zone) 
 
10 mm
10 mm× 20mm×100mm 







Fig. 2.5.6 Number of iteration to converge residual force 
 





























Trial increment process is not considered

























Trial increment process is not considered
Trial increment process is considered
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第 3章 損傷弾塑性モデル 
3.1 Bauschinger 効果と複合硬化モデル 
 多くの金属材料は弾塑性状態に至る大負荷を受けた後，除荷や負荷方向が変わると
Bauschinger 効果を生じる．Bauschinger 効果について説明する．図 3.1.1は SPFC鋼材の
単軸負荷試験片に対し引張‐圧縮の繰り返し負荷を与えた時の応力ひずみ線図の実測
結果を示す(Yoshida, et al., 2001)．初期降伏状態を通過した後，1回目の最大引張応力 σTens
に達したところで除荷および圧縮を開始し圧縮側の降伏応力 σCompに達する．この時に 







      
 
Fig. 3.1.1 Stress-strain curve in cyclic loading 
 






















Compressive yield stress σComp









































図 3.1.5は図 3.1.4 の引張側の加工硬化の後，除荷を経て圧縮側の降伏応力に達した状




面の中心点が動く事で Bauschinger 効果を表現する事が可能となる． 
 
 










3.2 Chaboche による分割背応力を用いた複合硬化モデル 
Bauschinger 効果を表現するための移動硬化モデルとして線形移動硬化則 (Prager, 
1949)を始めとし非線形モデル(Armstrong and Frederick, 1966)へと発展した．多面モデル
(Iwan, 1967; Mroz, 1967)，二面モデル(Krieg, 1975; Dafalias and Popov, 1975)，非線形移動


















ββ                                                          (3.2.1) 
kk
p
kk γba βεβ 




























































降伏関数(Gurson, 1977)による損傷モデルがあり多くの計算事例と実績(Xia, et al., 1995; 
Ma FS, 1995)がある．しかし繰返し負荷を受ける状態においてこの Gurson モデルは引張
り負荷下で損傷が進展するが，逆に圧縮状態では損傷が回復してしまうため実験で観測
されるような損傷進展を表現する事ができないとの指摘がある(de Souza Neto, et al., 
1998; de Souza, et al., 2008)．よって Gursonモデルは極低サイクル疲労のような繰返し負
荷問題を取り扱うにはあまり適していない． 
図 3.3.1 は S45C 鋼の丸棒に単軸負荷を掛けながら逐次除荷を行い，その時点の弾塑
性変形におけるヤング率を測定したものである．図 3.3.2は負荷-除荷サイクルのサイク
ル数に対するヤング率の値である．このデータから弾塑性変形の進行につれてヤング率



























(a) Stress strain curve                          (b) Ruptured specimen 
Fig. 3.3.1 Stress strain curve with unloading  
 
 
Fig. 3.3.2 Change of Young’s modulus  













































  Fig. 3.3.3 Deterioration of macroscopic elastic stiffness 

















ψ                                                       (3.3.1) 
のような発展式によって記した．ただし，ここで Ac,mは材料定数である．その後，Rabotov
は Ψの代わりに新しい損傷変数 D=1‐Ψを用いるとともに損傷はクリープ速度 dε/dtに



























                                                     (3.3.2) 












Strain   
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まず図 3.3.4 のような物体を考えその中の任意の 1 点 P(x)において図のよう代表体積
要素（RVE）を考える．そして RVE中で所定の法線方向 nを持つ面積要素 dAの損傷状















                                                 (3.3.4) 
 
 
Fig.3.3.4 Reduction effective area by micro voids 
 
のように解釈できる．ここで損傷変数 Dは D=0の時に初期非損傷状態であり D=1 の時
に最終的破壊状態であり，損傷過程での分布空隙の発達に伴う有効面積の減少率と解釈
できる．これらの損傷変数はクリープ損傷に限らず広範囲の損傷にも適用できる． 
 次に図 3.3.5 のような単軸負荷を受ける棒の損傷を考えてみる．図 3.3.5(b)では断面積

























以上によると断面積が dA で損傷状態にある図 3.3.5(b)のような棒は図 3.3.5(c)のよう









妥当性には限界がある（Lin, ea al., 2005）． 
さらに損傷にともなう微小空隙の発達は材料の剛性低下を引き起こすため，弾性係数












E0'                                                            (3.3.8) 
























              (a)Undamaged state      (b)Damaged state      (c)Fictitious undamaged state 














































σ               (3.3.10) 
となりどのような状態変化もこの関係を満足しなければならない．まずこの関係式が弾
































































β                                 (3.3.13) 
この時 Chausius-Duhemの不等式は 
0::  DYXRy
p  βσεσ                                         (3.3.14) 
ここで変数 σyと β は等方硬化応力（等方硬化変数）と背応力（移動硬化変数）とな













                                               (3.3.15) 
のように定義すれば式(3.3.12)は 
 





 DRYσFF pyTotalTotal ,,,;,,, Xεβσ                                 (3.3.17) 
が定義できると仮定する．この式は現在の状態を規定する状態変数をセミコロンの後に
パラメータとして含めてある．ポテンシャル FTotalはさらに H=0 の時 F=0の条件を満た







γ                                                       (3.3.18) 












































散逸ポテンシャル FTotal は塑性散逸ポテンシャル FP，ひずみ硬化散逸ポテンシャル FH
ならびに損傷散逸ポテンシャル FDに分けて，次のように表す事ができる． 
  DPyTotal FFFYσF  ββσ ,,,                                    (3.3.20) 
塑性散逸ポテンシャル FPは一般化力空間における塑性ポテンシャル曲面 
  0;,, DσF yP βσ                                                 (3.3.21) 
を規定する．塑性力学における関連流れ則に従い降伏関数 f と塑性ポテンシャル FPが
同一であるとすれば関数 FPの具体的表現は単軸応力状態に対する降伏関数を 3 次元応
力状態に拡張できる．ここで塑性変形にともなうひずみ硬化は等方硬化による降伏曲面














                                            (3.3.22) 
とかける． 



















































































                                                       (3.3.26) 
と表せる．ここで ψEは弾性ひずみエネルギである．また損傷による弾性係数の低下も
考慮して弾性ひずみエネルギを記すと 
  eeE Dψ εεDe ::~1
2
1
                                             (3.3.27) 






                                                    (3.3.28) 
と書ける．また損傷の分だけ弾性剛性が低下することから構成則は 
  eD εDσ e :~1                                                   (3.3.29) 
で与えられる．よって単位体積あたりの弾性ひずみエネルギ WEの増分は 


































                                                         (3.3.32) 












ε                                                     (3.3.33) 
の関係が求められる．この式を式(3.3.30)に代入すれば 
 
  Y d DdDddW eeeE 2::
~
















                                                     (3.3.35) 
が導かれる．すなわち Y は損傷 D の発達に伴う弾性ひずみエネルギの解放率を与える
ものであり損傷エネルギ解放率と呼ばれている．これは破壊力学におけるひずみエネル
ギ解放率と類似の役割を果たすものと解釈できる（Chaboche, 1988）． 
 図 3.3.6 はこの関係を示したものである．すなわち単軸引張の応力ひずみ線図上で点
Aまで負荷された状態を考える．そして応力一定の元で損傷が dDだけ進行し，これに
ともなって弾性ひずみが dεeだけ増加して点 Bに至るとする．式(3.3.34)によれば三角形





       Fig. 3.3.6 Release of strain energy by damage evolution 
 
また損傷エネルギ解放率 Y と各応力との関係について考える．弾性係数はヤング率 E，
ポアソン比 ν,クロネッカーのデルタを用いて 


















                            (3.3.36) 
とかけるため弾性ひずみエネルギ密度 WEは 
 
    





























































































εI dd                            (3.3.38) 






























































                               (3.3.39) 
とかける．ただし qは相当応力を示し，また Rνは応力三軸度関数と呼ばれ 



























3.4.1 Return-Mapping 方程式 













































































                                           (3.4.1) 










Hardening stress Hardening internal variable
Cauchy stress σ plastic strain　ε p
Isotropic stress σ y Isotropic variable R
DividedBack stress β k Divided kinematic internal variable X k





































































k                         (3.4.2) 
増分量はステップnからn+1にかけての変化であるためΔを差分表記する．また式(3.4.2)































































































                                       (3.4.3) 
式(3.4.3)の第 1 式を弾性ひずみと試行弾性ひずみを用いて以下のように書き直す． 














































































                            (3.4.5) 
また各微分項を以下のように置いて具体的に計算すると式(3.4.6)から式(3.4.8)を得る． 


























































































































           (3.4.8)  

















                             (3.4.9) 
ここで一般化変位である内部変数 Xkと一般化力である βkとの関係 
1nk1nk Xβ   ka                                                    (3.4.10) 
と式(3.4.10)を用いて式(3.4.9)を変形すると以下が得られる． 
  1nk1nk βεΔββ   ΔγbDa k
p
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  kk βεβ dγbdDad k
p



























































































































1 σNββ                                  (3.4.20) 
となり分割背応力に関してステップ増分間の解析解を得ることができる．全体背応力は
各々の分割背応力を足し合わせたものなので式(3.4.20)の和を取り， 
   




















































                       (3.4.21) 
ただし Eと Fを次のように定義する． 
   





































































































































 式(3.4.23)は非線形連立方程式であり未知数は次のステップ n+1 における物理量と塑
性乗数である．すなわち Cauchy 応力 σn+1の独立 6 成分と等方硬化内部変数 Rn+1，全体
背応力 βn+1の独立 6成分，材料損傷値 Dn+1，塑性乗数 Δγの合計 15個である．各方程式
を式(3.4.23)のように f1 から f5 とおいた．本研究ではこの Return-Mapping 方程式を
Newton-Rahson 法を用いて解く． 
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LσL                                     （3.4.29） 
 
 
3.4.2 Consistent 接線剛性 

















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































                        (3.4.33) 
さらにこの式を第 1行目について展開すると式(3.4.34)が得られる． 
trye
n dd εCσ :
~












 以上に述べた「流れ則積分法」の妥当性を調べる基礎的な確認計算として図 3.4.1 に
示すような単軸引張負荷の計算を行った．この検証のために用いた 4面体 2次要素の有




テンレス鋼のデータ(Lemaitre and Desmorat, 2005; 櫻庭，2009)を参考にした材料定数を
表 3.4.2に示す．さらに巨視的き裂発生条件を決める損傷値の臨界値 Dcについて金属材
料ではおおよそ 0.2 から 0.5 程度となる事が知られており(Lemaitre, 1992)，本計算では













                                         Table 3.4.2 Material constants 
                
Fig. 3.4.1 Tensile bar model            
 
図 3.4.2 に非損傷モデルと損傷モデルの変形に伴う相当応力(Mises応力)の分布を示す．













Young's Modulus E[MPa] 160000.0
Poisson's Ratio ν 0.34






















                     
εn=1%                 εn=5%              εn= 9.5%   
                     (a) Undamage model       
                    
     εn=1%              εn=5%       εn=9.5% 
                           (b) Damage model  



















Fig. 3.4.3 Reduction of cross section area 
 
 









































































                         
εn=1%              εn=5%                  εn=9.5%    









            
     εn=1%                   εn=5%                    εn=9.5% 
              Fig. 3.4.6 Stress triaxiality ( damage model ) 
 
     
    (a) SAE8620                              (b) Cupper  
 Fig. 3.4.7  Crack initiation 




































     
Fig. 3.4.8 Number of iteration        
 
     




































































































                         Table 3.4.3 Material constants 
       
Fig. 3.4.10 Cyclic loading model  
 






では図 3.4.12 のサイクル数の増加に伴う加工軟化挙動が確認できる．図 3.4.13 はサイク
ル数に伴う各ループの引張時のピーク応力を示したものである．この図からも損傷モデ
Young's Modulus E[MPa] 65000.0
Poisson's Ratio ν 0.34





























































           
                           (b) Damaged model  
       Fig. 3.4.12 Stress-Strain curve(FEM ) 
 
  























































     Fig. 3.4.14 Damage (FEM : damage model ) 
                   
      
 






























































(Schreyer, et al., 1979)．またConsistent接線剛性の作成にあたってReturn-Mappingで得られ









































































































































































                    (3.5.7) 
式(3.4.23)第 5式を式(3.5.8)とおくと，式(3.5.7)は式(3.5.9)となる．式(3.5.9)と損傷発展式




































σ                                        (3.5.9) 
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                      (3.5.10) 




(3.5.11)の右辺第 1項のノルムの中身の式は式(3.4.23)の第 5 式および式(3.4.21)を用いて
式(3.5.12)と書ける． 
 



















































































































































 1 nDΔγ,g                                           (3.5.14) 
以上より次のステップの損傷エネルギ解放率 Yn+1を式(3.5.15)のように書き直すこと
ができる. 











DΔγΔγY   εIgg














                 (3.5.16) 
となる．ここで式(3.5.17)のようにおくと，式(3.5.16)は式(3.5.18)と書ける． 

























                                                (3.5.18) 





















   
     



















          (3.5.20) 

















ΔγwDww                                (3.5.21) 
式(3.5.21)に式(3.5.18)を代入し整理して内部変数も含めて書くと式(3.5.22)のように塑性
乗数 Δγのみのスカラ 1変数に縮約された Return-Mapping方程式が得られる． 
































                                           (3.5.23) 
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                             (3.5.24) 
 
 
   
 
 




































































































Iso                                                    (3.5.26) 
















































































































































































































                    (3.5.30) 
            tryentryenEtryentryennytryentryennn ΔγΔγFΔγσΔγ 111111111 ,,,,,   εEεηεεεεσσ    (3.5.31) 
以上より Consistent接線剛性 epD~ は σn+1の各内部変数を考慮し式(3.5.32)，式(3.5.33)の
ように表記できる． 









































































































































































































































































































































































































































































































                            (3.5.36) 
 




























                        Table 3.5.1  Material constants 
       








Young's modulus E [MPa] 200000.00
Poisson's ratio ν 0.34
























10 mm×15 mm×1 mm の板に半径 8 mmの穴を空けたもので円孔縁部の最小要素寸法は
0.1 mm である．図のように対称条件を満たすように変位拘束し裏面を板厚方向に変位
拘束し上面をz方向に1ステップ当たりの強制変位増分量を1.0×10-2 mmで引っ張った．
材料定数はステンレス鋼(Lemaitre and Desmorat, 2005)のデータを参考に表 3.5.1を用い
た．Updated-Lagrange 形の有限変形モデルを用いた損傷弾塑性解析を行い，全積分点中








<計算 2>  
計算 1 で得た各物理量の結果を用いて次のステップの全ひずみ増分に対する応力積分
と Consistent接線剛性を手法(i)と手法(ii)の各手法で計算しその結果を比較する． 
まず計算 1 において円孔縁に最も近い積分点の各物理量の値として表 3.5.2 の値を得
た．各物理量を見ると損傷が約 28%発達した多軸応力状態であることがわかる． 
計算 2 についてまずは応力積分の計算を行った．各手法の Return-Mapping 方程式を
Newton 法による反復計算で解いている時の誤差を調べた．ただし反復計算の初期値と
して塑性乗数を 0 としその他の未知数は表 3.5.2 のものを用いた．また各手法に対して
誤差(Error)を以下のように定義した． 
 










                                        (3.5.37) 
 ・縮約積分法の場合，式(3.5.22)で示されるスカラ 1 変数の Return-Mapping 方程式 f
の値を誤差として用いる． 
 








         
                      
                           Table 3.5.2  Computational results at at enforced  
displacement 0.15 mm 
  






ることにする．表 3.5.3 より各手法で得られた結果の間に 10-12 % 程度のオーダーの差
異しか見られず両者がよく一致していることがわかる．これは縮約積分法でも流れ則の
後退形 Euler 積分式を満足する妥当な解が得られることを示す．さらにこの応力積分の
結果を用いて各手法で計算した Consistent 接線剛性の全成分を表 3.5.4 とその差異を表
3.5.5 に示す．損傷モデルでは非関連流れ則となるため Consistent 接線剛性は表 3.5.4 の






x -0.0096045 x -2.2650
y 0.0198866 y 4.7281
z -0.0104809 z -2.4632
xy -0.0033674 xy -0.38131
yz 0.000089259 yz 0.0097413
zx 0.000089039 zx 0.0078814
x 1.0000 x -1.8120
y 1.0000 y 3.7825
z 1.0000 z -1.9705
xy -0.0020383 xy -0.30505
yz -0.000181001 yz 0.0077931
zx -0.000042040 zx 0.0063051
yx 0.002038 x -38.198
zy 0.000181001 y 79.656
xz 0.000042409 z -41.458
x 31.660 xy -6.1860
y 408.59 yz 0.14940




β 3 n [MPa]
σ n[MPa] D n
R n
Δε β 1 n [MPa]
L





Table 3.5.3  Comparison of variables between method (i) and method (ii).  
 
 
   














x 27.174 27.174 3.8705 x -0.0396 -0.0396 1.0785
y 316.37 316.37 4.8871 y 0.0829 0.0829 6.8744
z 18.6269 18.6269 0.8203 z -0.0433 -0.0433 5.0310
xy -16.471 -16.471 4.3908 xy -0.00698 -0.00698 4.7150
yz 0.42587 0.42587 7.5435 yz 0.000181 0.000181 2.3312
zx 0.41994 0.41994 6.5022 zx 0.0001793 0.0001793 3.2275
0.0144413 0.0144413 4.1815 x -0.0254 -0.0254 6.4897
0.31252 0.31252 6.7008 y 0.0531 0.0531 5.4062
0.15615 0.15615 7.2313 z -0.0277 -0.0277 5.3203
xy -0.00447 -0.00447 1.4258
 yz 0.0001160 0.0001160 0.8194
 zx 0.0001147 0.0001147 4.9981
 x -2.275 -2.275 2.5672
y 4.746 4.746 1.9871
z -2.472 -2.472 0.7701
xy -0.3841 -0.3841 7.7308
yz 0.00781 0.00781 8.4620
zx 0.00594 0.00594 8.1630
β 3 n +1[MPa]
σ n+ 1[MPa] β 1 n +1[MPa]
Δγ
























































                    (b)Method (ii) 
 
 
Table 3.5.5  Difference of component of consistent tangent modulus [×10 
–6 




二次要素による片持ち曲げ問題を扱った．形状寸法は 10 mm×20 mm×100 mm である．
図のように固定面上の全節点を x, y, z方向に変位拘束し，曲げ負荷を与える面の中心線
上の節点に y方向の±20 mmの繰り返し曲げ変位を入力した． 
 
x y z xy yz zx
x 150376 145805 141618 -231.77 6.014 5.949
y 141807 141492 142072 510.2 -13.234 -13.085
z 141737 146187 150242 -253.66 6.582 6.510
xy -3.20 737.4 -25.11 4276.5 1.0949 1.0827
yz -0.0146 -19.043 0.5483 1.0844 4318.6 -0.027818
zx -0.0952 -18.758 0.4569 1.0636 -0.027592 4318.6
x y z xy yz zx
x 150376 145805 141618 -231.77 6.014 5.949
y 141807 141492 142072 510.2 -13.234 -13.085
z 141737 146187 150242 -253.66 6.582 6.510
xy -3.20 737.4 -25.11 4276.5 1.0949 1.0827
yz -0.0146 -19.043 0.5483 1.0844 4318.6 -0.027818
zx -0.0952 -18.758 0.4569 1.0636 -0.027592 4318.6
x y z xy yz zx
x 1.04338 7.83842 6.57348 8.76922 2.62505 2.62701
y 4.30773 8.86571 5.17023 5.09016 6.59535 9.89568
z 8.56189 8.35553 0.46958 6.17350 2.00398 2.12916
xy 2.89432 4.31130 2.50049 5.87608 6.88475 4.98973
yz 4.54644 1.62412 9.57323 9.36353 7.96009 6.17162




Fig. 3.5.4  Damage and convergence in cyclic loading are tested by this model 
 
図 3.5.4に示すような四面体二次要素による片持ち曲げ問題を扱った．形状寸法は 10 
mm×20 mm×100 mm である．図のように固定面上の全節点を x, y, z 方向に変位拘束し，
曲げ負荷を与える面の中心線上の節点に y 方向の±20 mmの繰り返し曲げ変位を入力し
た．曲げ変位を与えた順序は +20 mm, -20 mm, +20 mm, -20 mm, +20 mm, -20 mmであり
各々の負荷状態を Process と呼ぶこととする．またこの負荷順序ごとに Process 0 から
Process 5 まで便宜的に名前を付ける．材料定数は表 3.5.1のものを用いた．強制変位増
分として各 Process を 40ステップに分割して計算を行い，全積分点中の損傷値の最大値
が 1.0に達した時点で計算を終了させた．この問題を手法(i)と手法(ii)のそれぞれの方法
で計算し結果を比較する． 
    














     
         Fig. 3.5.6  Damage at the point of A in Fig. 6 
 
図 3.5.5に Process 5 の最終ステップにおける損傷値の分布を示す．固定端側で損傷値




また図 3.5.7 は y 方向の荷重変位曲線を示したものであるが，手法(i)と手法(ii)による
結果に差が見られない．さらに図 3.5.8 に各計算プロセスにおける残差力の収束性を示
す．縦軸は各ステップで残差力が収束するまでに剛性方程式を Newton 法で解くために
要した反復回数を示す．ここで最大残差力が 1.0×10-4 N に達した状態を収束状態とみな
した．このグラフから残差力収束性にも各手法で差異が見られないことがわかる． 






























       
Fig. 3.5.7 Load-displacement curve. 
 
   
          Fig. 3.5.8 Iteration to converge residual force  
 
図 3.5.9は式 3.5.22で提案した手法(ii)の縮約積分法における Return-Mapping関数を図
示したものである．図 3.5.5 中の A部の損傷段階(初期降伏段階 D=0.000，損傷初期段階
D=0.099，損傷発達段階 D=0.819)について調べた．本計算では塑性乗数 Δγ の初期値を





































Method (i) Method (ii)
100 
 
                  
 
Fig. 3.5.9  Return mapping function f(Δγ) at the point of A in Fig. 6.  
 
この繰返し曲げ問題において手法(i)に対し手法(ii)を用いた場合の計算時間の優位差










































































検証対象 i) 流れ則積分法における Return-Mapping方程式の Jacobi 行列 
値①は既に式(3.4.24)から式(3.4.27)までに示した解析式をプログラムに実装して計算し
たものとなる．値②の計算についてご説明する．これは偏微分の本来の意味を考えて変
数に微小変動を与えて計算する方法となる．例えば式(3.4.24)の 1 行 1 列の成分である 
∂f1 / ∂σn+1 (6行 6列）の x成分については，次のように求める． 
 
例：∂f1 / ∂σn+1 （6行 6列）の x 成分 






























原稿の図 3.5.1 の円孔板引張問題で 0.15mm まで強制変位で引張った状態を初期値と
してさらに 0.01mm引張る時の積分について検証する．表 3.5.6は流れ則積分法の Return 
Mapping 方程式の Jacobian を値①で計算したものである。また表 3.5.7 は値②で計算し
た結果を示す．さらに両者の差異を表 3.5.8 に示す．式やプログラム実装に誤りが無い









 Table 3.5.6  Jacobi matrix of integration scheme of flow rule calculated  
by analytical equation 
 
Table 3.5.7  Jacobi matrix of integration scheme of flow rule calculated  
           by central difference 
 
Table 3.5.8  Difference between Table 3.5.6 and Table 3.5.7   [%] 
 
σ x σ y σ z σ xy σ yz σ zx R β x β y β z β xy β yz β zx D Δγ
1.05E-04 -8.07E-06 -9.45E-05 -1.25E-05 8.09E-07 1.02E-06 0.00E+00 -1.13E-04 -4.03E-05 2.15E-05 8.91E-06 -5.79E-07 -7.26E-07 -8.10E-03 -6.47E-01
-8.07E-06 1.09E-05 -3.77E-08 2.67E-05 -1.73E-06 -2.17E-06 0.00E+00 -4.03E-05 -4.55E-05 -4.61E-05 -1.91E-05 1.24E-06 1.56E-06 1.91E-02 1.39E+00
-9.45E-05 -3.77E-08 9.74E-05 -1.42E-05 9.24E-07 1.16E-06 0.00E+00 2.15E-05 -4.61E-05 -1.07E-04 1.02E-05 -6.61E-07 -8.29E-07 -8.88E-03 -7.39E-01
-1.25E-05 2.67E-05 -1.42E-05 3.86E-04 3.83E-07 4.80E-07 0.00E+00 8.91E-06 -1.91E-05 1.02E-05 -2.60E-04 -2.74E-07 -3.43E-07 -3.02E-03 -3.06E-01
8.09E-07 -1.73E-06 9.24E-07 3.83E-07 3.92E-04 -3.12E-08 0.00E+00 -5.79E-07 1.24E-06 -6.61E-07 -2.74E-07 -2.64E-04 2.23E-08 7.82E-05 1.99E-02
1.02E-06 -2.17E-06 1.16E-06 4.80E-07 -3.12E-08 3.92E-04 0.00E+00 -7.26E-07 1.56E-06 -8.29E-07 -3.43E-07 2.23E-08 -2.64E-04 7.20E-05 2.49E-02
f 2 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.00E+00
-6.10E-01 3.22E-02 5.78E-01 7.86E-02 -5.11E-03 -6.41E-03 0.00E+00 1.71E+00 2.55E-01 -1.36E-01 -5.62E-02 3.65E-03 4.58E-03 3.71E+00 -4.45E+01
3.22E-02 -1.37E-02 -1.85E-02 -1.68E-01 1.09E-02 1.37E-02 0.00E+00 2.55E-01 1.29E+00 2.91E-01 1.20E-01 -7.83E-03 -9.82E-03 -2.50E-01 1.33E+01
5.78E-01 -1.85E-02 -5.60E-01 8.98E-02 -5.83E-03 -7.32E-03 0.00E+00 -1.36E-01 2.91E-01 1.68E+00 -6.42E-02 4.17E-03 5.24E-03 -5.58E-03 3.12E+01
7.86E-02 -1.68E-01 8.98E-02 -2.29E+00 -2.42E-03 -3.03E-03 0.00E+00 -5.62E-02 1.20E-01 -6.42E-02 3.64E+00 1.73E-03 2.17E-03 2.77E+01 1.86E+02
-5.11E-03 1.09E-02 -5.83E-03 -2.42E-03 -2.33E+00 1.97E-04 0.00E+00 3.65E-03 -7.83E-03 4.17E-03 1.73E-03 3.67E+00 -1.41E-04 2.25E+00 -3.20E+01
-6.41E-03 1.37E-02 -7.32E-03 -3.03E-03 1.97E-04 -2.33E+00 0.00E+00 4.58E-03 -9.82E-03 5.24E-03 2.17E-03 -1.41E-04 3.67E+00 3.80E+00 -4.70E+01
f 4 1.15E-05 -7.21E-05 1.46E-05 1.09E-05 -5.12E-07 -5.99E-07 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 9.68E-01 -6.95E-01
f 5 -6.47E-01 1.39E+00 -7.39E-01 -3.06E-01 1.99E-02 2.49E-02 -6.55E+02 4.63E-01 -9.91E-01 5.29E-01 2.19E-01 -1.42E-02 -1.78E-02 1.37E+05 0.00E+00
f 1
f 3
σ x σ y σ z σ xy σ yz σ zx R β x β y β z β xy β yz β zx D Δγ
1.05E-04 -8.07E-06 -9.45E-05 -1.25E-05 8.09E-07 1.02E-06 0.00E+00 -1.13E-04 -4.03E-05 2.15E-05 8.91E-06 -5.79E-07 -7.26E-07 -8.10E-03 -6.47E-01
-8.07E-06 1.09E-05 -3.77E-08 2.67E-05 -1.73E-06 -2.17E-06 0.00E+00 -4.03E-05 -4.55E-05 -4.61E-05 -1.91E-05 1.24E-06 1.56E-06 1.91E-02 1.39E+00
-9.45E-05 -3.77E-08 9.74E-05 -1.42E-05 9.24E-07 1.16E-06 0.00E+00 2.15E-05 -4.61E-05 -1.07E-04 1.02E-05 -6.61E-07 -8.29E-07 -8.88E-03 -7.39E-01
-1.25E-05 2.67E-05 -1.42E-05 3.86E-04 3.83E-07 4.80E-07 0.00E+00 8.91E-06 -1.91E-05 1.02E-05 -2.60E-04 -2.74E-07 -3.43E-07 -3.02E-03 -3.06E-01
8.09E-07 -1.73E-06 9.24E-07 3.83E-07 3.92E-04 -3.12E-08 0.00E+00 -5.79E-07 1.24E-06 -6.61E-07 -2.74E-07 -2.64E-04 2.23E-08 7.82E-05 1.99E-02
1.02E-06 -2.17E-06 1.16E-06 4.80E-07 -3.12E-08 3.92E-04 0.00E+00 -7.26E-07 1.56E-06 -8.29E-07 -3.43E-07 2.23E-08 -2.64E-04 7.20E-05 2.49E-02
f 2 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.00E+00
-6.10E-01 3.22E-02 5.78E-01 7.86E-02 -5.11E-03 -6.41E-03 0.00E+00 1.71E+00 2.55E-01 -1.36E-01 -5.62E-02 3.65E-03 4.58E-03 3.71E+00 -4.45E+01
3.22E-02 -1.37E-02 -1.85E-02 -1.68E-01 1.09E-02 1.37E-02 0.00E+00 2.55E-01 1.29E+00 2.91E-01 1.20E-01 -7.83E-03 -9.82E-03 -2.50E-01 1.33E+01
5.78E-01 -1.85E-02 -5.60E-01 8.98E-02 -5.83E-03 -7.32E-03 0.00E+00 -1.36E-01 2.91E-01 1.68E+00 -6.42E-02 4.17E-03 5.24E-03 -5.58E-03 3.12E+01
7.86E-02 -1.68E-01 8.98E-02 -2.29E+00 -2.42E-03 -3.03E-03 0.00E+00 -5.62E-02 1.20E-01 -6.42E-02 3.64E+00 1.73E-03 2.17E-03 2.77E+01 1.86E+02
-5.11E-03 1.09E-02 -5.83E-03 -2.42E-03 -2.33E+00 1.97E-04 0.00E+00 3.65E-03 -7.83E-03 4.17E-03 1.73E-03 3.67E+00 -1.41E-04 2.25E+00 -3.20E+01
-6.41E-03 1.37E-02 -7.32E-03 -3.03E-03 1.97E-04 -2.33E+00 0.00E+00 4.58E-03 -9.82E-03 5.24E-03 2.17E-03 -1.41E-04 3.67E+00 3.80E+00 -4.70E+01
f 4 1.15E-05 -7.21E-05 1.46E-05 1.09E-05 -5.12E-07 -5.99E-07 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 9.68E-01 -6.95E-01
f 5 -6.47E-01 1.39E+00 -7.39E-01 -3.06E-01 1.99E-02 2.49E-02 -6.55E+02 4.63E-01 -9.91E-01 5.29E-01 2.19E-01 -1.42E-02 -1.78E-02 1.37E+05 0.00E+00
f 1
f 3
σ x σ y σ z σ xy σ yz σ zx R β x β y β z β xy β yz β zx D Δγ
1.45E-06 8.03E-06 7.54E-06 3.64E-06 9.49E-06 1.18E-06 0.00E+00 9.27E-06 1.16E-06 6.34E-06 4.69E-06 8.50E-06 5.81E-06 7.64E-06 7.99E-06
8.15E-06 3.36E-07 7.96E-07 8.29E-06 1.97E-06 7.07E-06 0.00E+00 1.65E-06 1.56E-06 7.33E-06 6.08E-07 3.40E-06 4.52E-06 6.04E-06 3.27E-06
4.51E-06 5.09E-06 4.00E-06 2.87E-08 6.55E-06 4.55E-06 0.00E+00 6.17E-06 7.52E-06 8.48E-06 9.26E-06 3.85E-06 5.98E-06 9.30E-06 7.11E-06
4.49E-06 7.50E-06 5.01E-06 9.24E-06 8.27E-06 2.38E-07 0.00E+00 9.39E-06 7.21E-06 3.51E-06 6.54E-06 4.65E-06 8.29E-08 1.83E-06 9.44E-06
2.66E-06 8.37E-07 3.23E-06 5.76E-06 2.16E-07 9.44E-06 0.00E+00 7.43E-06 3.53E-06 3.90E-06 4.23E-06 4.22E-06 4.84E-06 7.19E-06 6.58E-06
1.45E-06 2.57E-06 6.53E-06 1.40E-06 2.87E-06 4.19E-06 0.00E+00 2.71E-06 4.86E-06 8.99E-06 8.04E-06 5.00E-06 7.75E-06 6.68E-06 5.47E-06
f 2 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00
2.92E-06 1.06E-06 8.68E-06 7.33E-06 9.18E-06 3.36E-06 0.00E+00 8.53E-06 4.79E-06 3.84E-06 4.69E-06 5.78E-06 3.70E-06 9.73E-06 3.41E-06
4.41E-06 5.33E-06 1.44E-06 4.45E-06 4.65E-07 3.39E-06 0.00E+00 5.00E-06 1.98E-06 2.86E-06 3.31E-06 7.04E-06 3.90E-06 1.18E-06 7.87E-06
1.22E-06 1.97E-06 5.03E-06 7.19E-06 7.15E-06 6.91E-06 0.00E+00 9.70E-06 9.29E-06 6.57E-06 9.00E-06 9.25E-06 8.34E-06 6.92E-06 6.50E-07
7.28E-06 2.62E-06 6.23E-06 9.00E-06 8.28E-06 8.70E-06 0.00E+00 3.64E-06 1.27E-06 8.83E-06 7.47E-06 3.39E-06 2.01E-06 7.47E-06 6.57E-06
5.71E-06 1.94E-07 5.01E-06 7.76E-06 2.71E-06 2.59E-06 0.00E+00 7.58E-06 6.31E-06 8.21E-06 1.10E-06 1.28E-07 3.22E-06 4.64E-07 4.56E-06
8.14E-06 4.13E-06 5.57E-06 2.44E-06 6.16E-06 5.98E-06 0.00E+00 3.94E-06 7.66E-06 3.79E-06 8.96E-06 4.77E-06 6.48E-06 7.12E-06 9.45E-06
f 4 4.65E-06 4.09E-07 9.21E-06 4.31E-06 1.71E-06 2.35E-06 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 9.72E-06 9.02E-07






検証対象 ii) 縮約積分法の Return-Mapping方程式を Newton 法で解く際の接線係数 
式(3.5.22)で示した Return-Mapping 方程式 f の接線係数を解析式と微小変動値で比較す
る．ただし Δγの微小変動値として±1.0×10-10を与えた． 
 
この解析式による接線値の計算（値①  ）-3.4551736992.4948 
微小変動による接線値の計算（値②）    -3.4551734924.3164  





検証対象 iii) Consistent 接線剛性 
Consistent 接線剛性は流れ則積分法では式(3.4.33)に示すように Jacobi 行列の逆行列 Cij






































Table 3.5.9 Components of consistent tangent modulus by integration scheme of flow rule 
          calculated by analytical equation 
 
 
Table 3.5.10 Components of consistent tangent modulus by shorten integral scheme 
 
 
Table 3.5.11 Components of consistent tangent modulus by central difference 
 
 







x y z xy yz zx
x 150376 145805 141618 -231.77 6.014 5.949
y 141807 141492 142072 510.2 -13.234 -13.085
z 141737 146187 150242 -253.66 6.582 6.510
xy -3.20 737.4 -25.11 4276.5 1.0949 1.0827
yz -0.0146 -19.043 0.5483 1.0844 4318.6 -0.027818
zx -0.0952 -18.758 0.4569 1.0636 -0.027592 4318.6
x y z xy yz zx
x 150376 145805 141618 -231.77 6.014 5.949
y 141807 141492 142072 510.2 -13.234 -13.085
z 141737 146187 150242 -253.66 6.582 6.510
xy -3.20 737.4 -25.11 4276.5 1.0949 1.0827
yz -0.0146 -19.043 0.5483 1.0844 4318.6 -0.027818
zx -0.0952 -18.758 0.4569 1.0636 -0.027592 4318.6
x y z xy yz zx
x 150376 145805 141618 -231.77 6.014 5.949
y 141807 141492 142072 510.2 -13.234 -13.085
z 141737 146187 150242 -253.66 6.582 6.510
xy -3.20 737.4 -25.11 4276.5 1.0949 1.0827
yz -0.0146 -19.043 0.5483 1.0844 4318.6 -0.027818
zx -0.0952 -18.758 0.4569 1.0636 -0.027592 4318.6
x y z xy yz zx
x 2.73 3.78 8.58 6.90 5.98 1.93
y 3.86 6.04 6.09 4.89 1.15 9.12
z 5.39 5.55 2.00 2.03 5.87 2.45
xy 6.70 5.70 3.80 7.11 6.85 0.22
yz 7.70 7.25 4.69 7.16 4.62 5.21










x y z xy yz zx
x 2.72 3.70 8.51 6.81 5.95 1.91
y 3.82 5.95 6.03 4.84 1.09 9.02
z 5.30 5.46 2.00 1.97 5.85 2.42
xy 6.67 5.65 3.77 7.05 6.79 0.17
yz 7.65 7.24 4.59 7.07 4.54 5.15

































    
(a) Coordinate of principal stress      (b) Coordinate of relative equivalent stress vs. pressure 



































































   
(a) Coordinate of principal stress      (b) Coordinate of relative equivalent stress vs. pressure 



























1                                                   (3.6.2) 


































































                                              (3.6.6) 
次に π平面内の応力成分 S*を考え，その大きさを次のように求める． 
 
   
 
   













































                            (3.6.7) 
この左辺と右辺を比較すると 
















                                           (3.6.8) 
を得る．これによって π平面内の応力成分が分かった．移動硬化については古典的Mises
材と同様に降伏曲面が π平面内で移動すると仮定する．すなわち移動硬化による背応力
を次式のように考慮し相対偏差応力 S を次式で考える． 






















































                                               (3.6.11) 
とおくと降伏関数は次式のようにおける． 
 













                                          (3.6.12) 
まず式(3.6.12)の両辺を二乗する． 
 




































                                                      (3.6.14) 
とおくと降伏関数は 














                                      (3.6.15) 
となる．これにより最終的に降伏関数 Fpを次のように書き直す事ができる． 
























る．図 3.6.3 は降伏応力 σy=100 MPa として本節で提案した降伏曲面を静水圧 pと偏差応






            Fig. 3.6.3 yield function by the change of t 
 
 
3.6.2 Return-Mappng 方程式の提案と収束性に関する課題 
既述のように静水圧に非依存な降伏関数は主応力空間において降伏関数が無限円筒
となる．そのため Return-Mapping を行う際にもとめる塑性ひずみはその滑り成分であ





り成分と静水圧成分のスカラ 2 変数にまで縮約し，解の特性や収束性について検証する． 
まずは次式のように流れ則を静水圧項と偏差項に分離することから考える．ただしこ






















































































































































































































































                                           (3.6.20) 
とおくことができる．この第 1式に 3qを掛け第 2式に t2p をかけて各々を足し合わせる
と 
03 2  qp εpdtεqd                                                   (3.6.21) 














                                              (3.6.22) 
となり，これより 





































            (3.6.23) 
となる．この式と式(3.6.18)と組み合わせると 







 βNIσ σqDDp V
3
2
11                           (3.6.24) 
となる．次に構成則を用いてステップ n+1 における応力を試行応力により表記してゆく．
まず構成則より 





























































                             (3.6.25) 























                   (3.6.26) 
が得られる．これより 























































































































































































                        (3.6.30) 
となる．ηn+1と ηEの項をまとめると 













































                                                  (3.6.31) 















































































































                             (3.6.33) 
以上より解くべき Return-Mapping 方程式は Δεpと Δεpの 2 個のスカラ未知変数とする以
下の 2本の非線形連立方程式 f1,f2として記述できる． 
 
     
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                  (3.6.47) 
このように Return-Mapping 方程式をスカラ 2 変数にまで縮約した．本研究ではさらに




   





































































                                 (3.6.50) 
を得る．これにより Δεpと pn+1を Δεqで記述できたため式(3.6.44)の第 2 式は Δεqのみを
変数とした方程式として以下が得られる． 
            0,2 122 1   qqpyqnqnq ΔεΔεΔεΔγσΔεptΔεqΔεf               (3.6.51) 





D=0.1，DV=0.0 とした．また降伏曲面の静水圧依存性を示す定数 αは 0.25 とした．この
時 t2=0.2777 となる．この初期条件をもとに表 3.6.1 で示す 3 種類の多軸負荷状態につい
て Return-Mapping方程式を Newton 法で解く際の収束性について検証する．多軸負荷状
態の入力は全ひずみ増分で与え表 3.6.1 はその入力値の成分である．まず Case 1 は多軸
度がゼロの純粋せん断変形状態である．Case 2 は符号は同じであるが 1 成分のみ値を
20%大きくした中程度の三軸状態である．また Case 3 は全ての垂直ひずみが等しく純粋
な静水圧状態であり最も多軸度が大きい条件である． 




では解が収束しているが Case 2および Case 3で解が振動，発散し求解できていないこ
とが分かる．このように収束性が悪化してしまう理由について考察する． 
 
     Table 3.6.1 Input data to verify convergence of Return-Mapping equation 
 
 
x y z xy yz zx
Case 1 0.00000 0.00000 0.00000 0.00250 0.00250 0.00250
Case 2 0.00300 0.00250 0.00250 0.00000 0.00000 0.00000






































    Fig. 3.6.3 Number of iteration to solve Return-Mapping equation by Newton scheme 
 
  Fig. 3.6.4 Return-Mapping function by change of triaxiality 
 
図 3.6.4 は式(3.6.51)の Return-Mapping 方程式の関数 f を描画したものである．Case 1
の純粋せん断変形のもとでは横軸との交点である解に至るまでは単調減少しておりこ
の関数を Newton法で解く際に特に問題はない．しかし Case 2へと多軸度が大きくなる
と解は存在するものの関数が特異性を持ってしまう．このような関数を Newton 法で解
くと解が振動もしくは発散してしまい解に非常に近い値を Newton法の初期値に設定す
る必要がある．さらに Case 3 の純粋静水圧のもとでは滑り成分が存在しないため塑性
ひずみの滑り成分は存在せず理論的には Δεq=0 が解となるはずである．しかし図を見る
と Δεq=0 で特異となり発散してしまうため数値的にうまく解を求めることができない． 





























































tq                            (3.6.52) 





           02122 1
22
























                                           (3.6.54) 
を用いる． 
 図 3.6.5 は先ほどと同様に表 3.6.1 の条件下で式(3.6.53)の Return-Mapping 方程式を




















































  Fig. 3.6.6 Return-Mapping function by change of triaxiality 
 
また表 3.6.2は表 3.6.1の 3条件で解いたときの塑性ひずみについて滑り成分 Δεqと静水
圧成分(体積成分)Δεpおよび相当応力 qと静水圧の負値‐pの収束解である． 
 

























































q ‐ p Δε q Δε p
Case 1 74.585976 0.000000 0.000986 0.000000
Case 2 1.459223 171.6505 0.000166 0.001812














Δεd                                                    (3.6.55) 
分母の微分について計算すると 
 
   
        
   
 

























































































     
 






































































































































































                  (3.6.59) 























































































































































































































































































































      0,  tryetryeqΔεff εε                                           (3.6.65) 





























































































































































































             (3.6.68) 
以上によって静水圧依存型の分割背応力に基づく損傷弾塑性について改良型














     
(a) Position of crack initiation         (b)Distribution of bending stress  
       Fig. 3.7.1 Crack initiation of pipe in bending forming 
 
     
(a) Position of crack initiation                  (b) Distribution of bending stress 
              Fig. 3.7.2 crack initiation of simple 3 points bending 
 
このようにき裂や損傷は引張応力下で生じやすい性質がある。また金属に限らず木材



















Unilateral 効果の定式化については既存の研究(Ladeveze and Lemaitre, 1984)があり，こ
れを本研究で用いている分割背応力に基づく損傷弾塑性モデルへ組み込む．本節では
Unilateral 効果の考慮の仕方について記述する．まず自由エネルギ関数 ψE 
 Dρψ eeE  1::~
2
1




















                                      (3.7.2) 






































                                 (3.7.4) 
ここで次式により定義される Macauley括弧< >と Heaviside 関数 Hを導入する． 












xxHx                         (3.7.5) 
















































































                        (3.7.7) 
同様にして応力の成分 σijも正値と負値の成分に分けて 













































       
































































    
    
    
     





























































































                     (3.7.12) 
冒頭にも述べたように損傷に対する圧縮応力の力学的効果は引張応力の効果よりも






















       
(a) Comparison with ductility including crack      (b) Comparison with loading direction  
                                              including inclusion  
           Fig.3.7.3 Assumed mechanism of unilateral effect  
 
































                                                                  (3.7.13) 
この式において右辺第 1項が引張項，第 2項が圧縮項で圧縮の寄与を示すために損傷値
































     (3.7.14) 
となり引張と圧縮の項に分離することができる．h=0 の時は圧縮による損傷寄与が全く
ないとするモデルで h=1 の時は圧縮でも引張と等価な損傷が生じるとするモデルであ
り Unilateral 効果を考慮していないモデルと同じである．本研究ではこの Unilateral モデ
ルを分割背応力に基づく損傷弾塑性モデルに組み込んだ．ただし Unilateral 効果を考慮
する場合は流れ則において損傷値 D についてステップ n のものを用いる．他の物理量
が計算されたのち，損傷値 Dを損傷発展則に基づき更新する弱連成解析とした． 
 図 3.7.4および図 3.7.5は非損傷弾塑性材料に 3点曲げ負荷を与えた時の軸方向応力と
相当塑性ひずみの分布を示したものである．全体寸法は 10 mm×5 mm×100 mmで四面


















    
 Fig. 3.7.5 Distribution of equivalent plastic strain(Undamaged model) 
 
  
(a) Unconsidering unilateral effect(h=1.0) 
  
  (b)Considering unilateral effect(h=0.0) 


























ものと期待する．その計算の具体例と実験との比較については第 5 章で詳しく述べる． 
133 
 









































79 cD                                                (4.1.1) 
 
   
      Fig. 4.1.1 Measurement of test piece 
 
 













































疲労寿命特性として S-N 線図が得られる．すなわち 1本の試験片に対して 1種類のひず







































FEM( Damage Model )





















      
(a) Stress strain curve                        (b) Fracture cycle (S-N curve) 
Fig. 4.1.4 Experiment to gain stress strain curve and fracture cycle  
 
 






























































































































































σ                                                     (4.3.1) 
この応力状態から静水圧 p，相当応力 q，応力三軸度関数 Rνは次式となる． 
     









































































α                                                          (4.3.4) 


















































































                                             (4.3.6) 
となる．ただし 
































































































































































































































                      (4.3.11) 
よって塑性ひずみはひずみ増分理論より 
  σNγΔεΔ 
p

















































































































































10 サイクル掛けた．図 4.1.9 は応力ひずみ曲線で青線が FEM による計算結果，赤線が
図 4.1.7 で示した単軸負荷の積分手法である．両者が良く一致していることが分かる．
また図 4.1.10 の横軸は図 4.1.9 の応力ひずみ線図の各ステップのひずみ増分値の絶対値
を累積して和を取った累積ひずみである．この図からも両者が良く一致しており本節で
述べた簡便な積分手法でも FEM と等価な解が得られることが分かった．計算時間は
FEM では約 2 分かかった．一方，本節の積分手法では約 3 秒で解くことができた．よ




    
Fig. 4.1.8 FEM model on uniaxial condition 
＜Step.2 ＞Calculate Nσ
＜Step.1＞Input plastic multiplier Δγ
＜Step.3 ＞Calculate increment of plastic strain εp
＜Step.4 ＞Calculate back stress βn+1
＜Step.5 ＞Calculate damage D 
＜Step.6 ＞Calculate isotropic hardening 
＜Step.7 ＞Calculate macroscopic stress 
Integration 




















































































































             Fig. 4.1.9 Comparison of stress strain curve  
 













































のを探す．たとえば等方硬化の材料定数である A1について 0から 1000までの範囲を 200






























次に 1サイクル目の最大圧縮状態を図 4.4.2 のように考える．図 4.4.2 において最大圧
縮状態(点 F)から除荷し反対側の降伏応力(点G)に達する過程を考えると点CE間と同じ
く降伏曲面内部へ向かう変形であるため降伏曲面の大きさは変わらない．よって点 Fに
































            Fig. 4.4.2 Reverse loading direction from compressive stress 
 
 





















G G ‘ 
F‘ 


























換する．図 4.4.4 において点 Hの状態の降伏曲面は赤破線であり，この時点で降伏曲面







                                        (4.4.3) 
と表記できる．点 Hから点 Iまでの加工硬化はそのまま背応力の増加量と等しいので図










































































定した材料定数の中央値である．この中央値を基準に 1/10 倍から 10倍の範囲を 100 分
割してその中から最適解を求める． 
 
    


























Fig. 4.5.2 Yield stress of isotropic hardening  
 
 


























































Table 4.5.1 Median value of material constants 
(a) Isotropic hardening      (b) Kinematic hardening        (c)Damage  












































ップ PCの 3.2GHzの 1CPUを用いて約 40分程度の計算で求解できた． 
 
Table 4.5.2 Optimum value of material constants 
(a) Isotropic hardening      (b) Kinematic hardening        (c) Damage 









































Fig. 4.5.5 Difference of SN curve between experiment and calculation 
 



































 Fig. 4.5.6 Comparison of stress strain curve  
 



























































した．これによりアルミダイカスト合金 ADC12-F を例に最適化計算したところ約 450
回の反復計算で最適解が得られ，わずか 40 分の計算時間しかかからなかった．これを
有限要素法で実施するとおおよそ 20 時間かかる． 

















































性破壊の特徴が顕著に現れる為この材料を用いた．図 5.1.1 に本研究で用いた ModeI試
験用の 3点曲げ試験片を示す． 
 
    Table 5.1.1 Basic mechanical property  
  
 
Fig. 5.1.1 3 points bending specimen 
Young's modulus E[GPa] 206
Initial yield stress σ y 0[MPa] 600
Tensile stress σ S [MPa] 720
Flow stress σ fS [MPa] 660

























                        (5.1.2) 
さらに予き裂長さ a0は以下のように定められている． 
 
WaW 75.05.0 0                                                    (5.1.3) 
 




               (5.1.4) 
疲労予き裂を導入する際の最大負荷荷重 Pfは JSME によって以下の式で規格されてい
る． 
  
Lf PP 4.0                                                          (5.1.5) 










                (5.1.6) 







25                                                 (5.1.7) 
となる．ただし，流動応力は初期降伏応力と引張強さの平均値とした．このことから破














































                         (5.1.9) 
また初期き裂のための切欠きの導入には 7.5mmまで幅 0.2 mmの放電加工を行い，その









Fig.5.1.2 Load-Displacement Curve 
 
図 5.1.2から全ての板厚の試験片で大きな変形を伴っていることが確認できる．また，





領域と呼ぶ．また図 5.1.4 に板厚 8 mm試験片を最終破断させた状態を示す．板厚 8 mm
試験片の破断写真を示す． 
 
   
(a) Crack front before crack propagation       (b) Crack front after crack propagation  
























          
Fig.5.1.4  Ruptured Specimen 
 
    
(a) Thickness=2mm             (b) Thickness=8mm 
Fig. 5.1.5 Dimple fracture zone( blue area) and shear-lip fracture zone( red area)  
 












































































(a) Dimple fracture surface                   (b) Shear-lip fracture surface 
Fig. 5.1.7 Thickness 2 mm 
 
 
(a) Dimple fracture surface                   (b) Shear-lip fracture surface 
Fig. 5.1.8 Thickness 4 mm 
 
 
(a) Dimple fracture surface                   (b) Shear-lip fracture surface 

















第 3章，第 4章で示した損傷弾塑性モデルを用いてここで実験した Mode I貫通き裂進
展のシミュレーションを行う． 
 
    Fig. 5.1.10 FEM model of mode I through crack( 1/4 model ) 
 
          














Depth = 8.8mm ) 














Young's modulus E[GPa] 206.00
Poisson's ratio ν 0.30








































       
(a)Thickness=2mm                  (b)Thickness=8mm 
     Fig. 5.1.13 Maximum crack length = 0.05mm 
       
(a)Thickness=2mm                  (b)Thickness=8mm 
     Fig. 5.1.14 Maximum crack length = 1.0mm 
       
(a)Thickness=2mm                  (b)Thickness=8mm 




     
(a) Thickness=2 mm                 (b) Thickness=8 mm 








































に疲労予き裂面(緑破線)から 0.8 mm 離れたところで紙面法線方向に破面の断面形状を



















             
(a) Experiment                                (b) Calculation 
    Fig. 5.1.17 Front view of fracture surface(Thickness=2mm) 
 
 
   
(a) Experiment                             (b) Calculation 





(a) Thickness=2 mm 
 
 
        (b) Thickness= 8mm 





























































































































(a) Thickness=2 mm              (b) Thickness= 8mm 
Fig. 5.1.21 Stress triaxiality at crack length= 0.05mm 
  
(a) Thickness=2 mm              (b) Thickness= 8mm 
Fig. 5.1.22 Stress triaxiality at crack length= 1.0mm 
  
(a) Thickness=2 mm              (b) Thickness= 8mm 










(a) Thickness=2 mm              (b) Thickness= 8mm 
Fig. 5.1.24 Equvalent plastic strain at crack length= 0.05mm 
  
(a) Thickness=2 mm              (b) Thickness= 8mm 
Fig. 5.1.25 Equvalent plastic strain at crack length= 1.0mm 
  
(a) Thickness=2 mm              (b) Thickness= 8mm 









































                                           (5.1.10) 





































鋼を用いた．試験片の板厚は 8mmである．き裂はφ0.2 mmのワイヤカッタで 11 mmま
での切欠きを加工し，その後に高サイクル疲労負荷を掛けて材料表面からみて+1 mmの
疲労予き裂を導入した．この寸法で VCCM(Chow and Atluri, 1995; Rybichi and Kanninen, 
1997))により各モードの応力拡大係数の比(混合モード比)を計算するとKII/KI=0.196であ




 Fig. 5.2.1 Measurements of Specimen 
 
     
Fig. 5.2.2 Position of supporting pin and definition of angle of crack growth direction 
 



































      
(a) Free surface                       (b) Inside of specimen  





















































 (a) P.S.C.N                  (b) P.S.C.N + S.C.N 
Fig. 5.2.6 Crack growth direction by Gurson model with distribution of stress triaxiality 
 
 
  Fig. 5.2.7 Measurements of FE model 
 
では連続体損傷力学に基づく損傷モデルではどのような挙動を示すのか調べた．図
5.2.7 に示すような 3 次元モデルを作成した．ただし板厚方向の対称性を考慮して全体
形状の 1/2 モデルを作成した．支持ピンは変位拘束で模擬したため支持点が滑ることは






















    
(a) Free surface                       (b) Mid plane 
Fig. 5.2.8 Stress triaxiality(Crack length=0.2 mm) 
    
(a) Free surface                       (b) Mid plane 
Fig. 5.2.9 Stress triaxiality(Crack length=1.0 mm) 
    
(a) Free surface                       (b) Mid plane 
Fig. 5.2.10 Stress triaxiality(Crack length=2.0 mm) 
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(a) Free surface                       (b) Mid plane 
 Fig. 5.2.11 Equivalent plastic strain(Crack length=0.2 mm) 
    
(a) Free surface                       (b) Mid plane 
 Fig. 5.2.12 Equivalent plastic strain(Crack length=1.0 mm) 
    
(a) Free surface                       (b) Mid plane 
































































例ではMode Iと Mode IIとの混合モード問題を扱ってきた．今後の課題として面外せ
ん断負荷のMode IIIについての詳細な検証が挙げられる． 
本節の最後にこれまで扱ってきた以下の 3つのモデル 
・Mode Iの板厚 2mmモデル：シャリップ破壊領域が支配的である問題 
















































Simoら(Simo and Taylor, 1985)は検証によると弾塑性構成則を前進形 Euler積分と後退形
Euler 積分で解き残差力の収束性を比較した．その結果，前進形 Euler積分では釣合い状
態を得るために数十回もの反復を要し後退 Euler形積分では数回のみの反復で収束解を












    

























t=2mm Mode I 
t=8mm Mode I 















































(Bezensek and Miyazaki, 2008; Miyazaki, et al., 2009)．図 5.4.1 は局所くびれが起きるまで
の真応力-真ひずみ曲線の実測値と計算値であり図 5.4.2 は公称応力-公称ひずみ曲線を
示す．青点は実験値を示し，赤点は実験結果にフィットするように材料定数を同定した






  Fig. 5.4.1 True stress-true strain curve 


























 Fig. 5.4.2 Nominal stress-nominal strain curve 
(Bezensek and Miyazaki, 2008) 
 
 



























Young's modulus E [GPa] 200.00
Poisson's ratio ν 0.30


















図 5.4.4 は宮嵜らによって実施された SM400A鋼を用いた複数き裂材の試験片形状で
ある．青線はき裂を示す．Type Aは左右対称に 3つのき裂が配置されている．また Type 
Bは反対称に 2 つのき裂が配置されている．ただしき裂は貫通き裂である．この試験片







き裂進展の相互作用を調べるためにType Aでは初期き裂の間は均一に 0.1 mmの細かな
要素寸法で分割した．一方，Type Bについては実験ではき裂同士の内側と外側にき裂が
進展するため，2 つのき裂を含む 1 つの大きな領域について 0.1 mm の細かな要素寸法
で分割した．またどちらのモデルも四面体 2次要素を用いている．このモデルを用いて
連続体損傷力学による損傷弾塑性解析を行いき裂進展の様子を調べた． 
   
(a) Type A                            (b) Type B 




















(a) Type A(Not coalesce)                    (b) Type B(Coalesce) 
  Fig. 5.5.5 Interaction among cracks 





  (a) Mesh model of type A 
 
   (b) Mesh model of type B 

































  Fig. 5.5.9 Forced displacement =22 mm 
  
  Fig. 5.5.10 Forced displacement=23 mm  
  























    Fig. 5.5.1 Measurements of double surface crack model 
 
図 5.5.1 は段違い表面き裂の全体形状と詳細寸法を示す．ここではアスペクト比とし
て 5 mm/10 mm=0.5 の半楕円状き裂を 2つ導入した．段違いの高さ幅は 2 mm，水平距
離を 2 mmとした．この部材に対して 1回引張荷重を掛けてき裂の相互作用を調べる有
限要素解析を行う．図 5.5.2 に作成した要素モデルを示す．2つの表面き裂を含む外側 5 
















 Fig. 5.5.2 FE model including double surface crack 
 
 
 Fig. 5.2.3 Definition of view and corresponding section 
 


























   












































Fig. 5.2.7 Iteration to converge residual force  
 






階までは大よそ 3~5 回の反復で求解することができた．また最終破断状態では最大 8
回の計算を要した．これは最終破断状態に近づくほどき裂先端から自由表面までの断面
積が少なくなり 1 ステップあたりの応力変化量が大きくなることや図 5.2.5 のように板
厚方向に局所くびれが現れ変形の局所化により 1 ステップあたりのひずみ増分量が大
きくなるためである． 































Fig. 5.5.1 Crack initiation and propagation of cylindrical specimen under compressive loading 
       (Saanouni, 2008) 
 
図 5.5.2は計算に用いた四面体二次要素による形状モデルである。円柱の直径は 50 mm
で厚さは 20 mm とした。また加工治具もモデル化し加工治具と円柱は接触モデルを導





















   
Fig. 5.5.2 Cylindrical compressive model    Fig. 5.5.3 Distribution of equivalent 
plastic strain(Undamaged model). 
                      Enforced displacement is 3mm. 
 
 一方、損傷弾塑性モデルを用いて計算した損傷値分布を図 5.5.4に示す。図 5.5.1は圧





















(a) Forced displacement = 1mm     (b) Forced displacement = 5 mm 
  
(c) Forced displacement = 7 mm   (d) Forced displacement = 11 mm 



















させる問題を取り扱う．平板の寸法は 70 mm×70 mm×2 mmで球の直径は 20 mmであ
る．球を平板に衝突させる速度は 4500 mm/s としている．平板の端は固定している．ま
た材質はアルミ合金である．この実験結果は Liu らによって行われた文献を参照した
(Liu, et al., 2014)． 
 
     


















    
Fig. 5.6.2 Crack initiation and propagation in dynamic impact test 








 (b) Crack propagation in radial direction  








 Fig. 5.6.4 Stress strain curve on uniaxial loading condition 
 
 























Young's modulus E [GPa] 72.00
Poisson's ratio ν 0.33
Initial yield stress σ y 0 125.00





































   
    
 
   
(a) Equivalent stress(Mises stress)[MPa]               (b) Damage  











緩やかな R10 タイプを用いている．材質は 20MnMoNi55 圧力容器鋼である．この試験
片に対して±0.1mm の強制引張，強制圧縮変位を与えて極低サイクル疲労試験が
Pirondiaらによって行われた(Pirondia, et al., 2006)．彼らの実験結果によると R2 タイプ







                
 (a) Sharp notch specimen(R2 type)           (b) Smooth notch specimen(R10 type) 
   Fig. 5.7.1 Specimen with different notch  




































  (b) Smooth notch specimen(R10) 
   Fig. 5.7.2 Microscopic failure  











Fig. 5.7.3 Stress strain curve by uniaxial tensile test 
 

























































     
 (a) Sharp notch model          (b) Smooth notch model 
 Fig. 5.7.5 FE model considering symmetric condition  
 
図 5.7.6 は R2 タイプおよび R10 タイプについて各負荷サイクル時点の損傷値の分布
を示したものである．20サイクル時点ではまず R2 タイプのノッチ底で高い損傷値が見
られるが，R10 タイプは R2 タイプほど損傷が発達していない．そして 32サイクル時点
で R2タイプのノッチ底で破壊領域が見られ巨視的き裂が発生している．前述のように
実験結果では R2 タイプにおいて 30 サイクルで巨視的き裂が発生したため破壊起点お
よびサイクル数共に良く一致していることがわかる．そして 50 サイクル時点で R2 タ
イプは破断状態に至る．また 50サイクル時点では R10 タイプも損傷が発達しているも






性的に一致する結果となる．また R10 タイプの断面観察では図 5.7.2 のように断面内の











 (a) 20 Cycle 
  
(b) 32 Cycle 
  
(c) 50 Cycle 
   
 (d) 115 Cycle 
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